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ВПЛИВ ВИДУ ОПОРНИХ РЕАКЦІЙ НА ЗМИНАННЯ ДЕРЕВ’ЯНОЇ БАЛКИ НА 

ОПОРАХ 

Робота присвячена дослідженню характеру розподілу нормальних напружень поперек волокон на опорних 

ділянках дерев’яних балок з прямокутним поперечним перерізом. Розроблено методику аналітичного визна-

чення дотичних та поперечних нормальних напружень в балці шляхом безпосереднього інтегрування рів-

нянь рівноваги плоскої задачі теорії пружності. Розглянуто два випадки розподілу опорних реакцій балки на 

двох опорах: рівномірний та у вигляді трикутників по довжині опорних ділянок балки. Наведено результати 

числових розрахунків. Показано, що окрім виконання умов міцності балки за максимальними нормальними 

напруженнями вздовж волокон та дотичними на опорах по формулі Журавського, необхідно виконання 

умови міцності опорної частини балки на зминання поперек волокон. Остання залежить від випадків розпо-

ділу опорних реакцій балки. 

Ключові слова: дерев’яна балка, прямокутний поперечний переріз, визначення нормальних та дотичних 

напружень, рівняння рівноваги плоскої задачі теорії пружності, види розподілу опорних реакцій балки, зми-

нання балки на опорі поперек волокон. 

Вступ. У більшості видань з навчальної та навчально-методичної літератури у роз-

рахунках дерев’яних балок є відсутніми питання розрахунку їх опорних ділянок [1-6]. Інші 

[7-10] відповідно до нормативних документів [11-13] при перевірці умови міцності за 

зім’яттям опорної частини балки (рис. 1), що має вигляд: 

𝜎зм,90 =
𝑉Б

𝐴зм
=

𝑉Б

𝑏О.Б. ∙ 𝑙зм
=

𝑉Б

𝑏О.Б. ∙ 𝑏
≤ 𝑅зм,90,∗                                                                             (1) 

вважають, що напруження зминання поперек волокон σзм,90 розподіляються рівномірно по 

площі взаємного контакту балки з опорою (рис. 1). 

При цьому згідно [11, 12] розрахунковий опір місцевому зминанню поперек волокон 

дерев’яної підкладки (рис. 1) визначають за формулою: 

𝑅зм,90 = 𝑅с,90 ∙ (1 +
8

𝑙зм + 1,2
)                                                                                                      (2) 

де Rс,90 – розрахунковий опір базової деревини [14] стиску (зминанню) по всій площі по-

перек волокон; Rзм,90,* - розрахункове значення розрахункового опору Rзм,90, що обчислю-

ється за формулою [14]: 

𝑅зм,90 = 𝑅зм,90 ∙ 𝑚∗,                                                                                                                           (3) 

m* - узагальнений коефіцієнт умов праці; 

𝑚∗ = 𝑚п ∙ 𝑚в ∙ 𝑚Т ∙ 𝑚д ∙ 𝑚н ∙ 𝑚б ∙ 𝑚ш ∙ 𝑚гн ∙ 𝑚0 ∙ 𝑚а,                                                              (4) 

Значення коефіцієнтів mі наведені в [11, 12]. 

Мета роботи. Оскільки величина напружень σзм,90 залежить від значення вертикаль-

ної опорної реакції балки VБ, а величина опору Rзм,90,* деревини підкладки є фіксованою і 

незначною у порівнянні із зминанням вздовж волокон, аналітично дослідимо характер ро-

зподілу нормальних напружень поперек волокон σс,90 на опорних ділянках дерев’яних ба-

лок з прямокутним поперечним перерізом. 
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Рис. 1 Розрахункова схема опорної частини балки відповідно до норм. 

Зміст роботи та результати дослідження. Зберігаючи умову про рівномірний роз-

поділ напружень зминання поперек волокон σзм,90  по площі взаємного контакту балки з 

опорною підкладкою, визначимо значення та характер розподілу напружень σзм,90 на опо-

рних ділянках балки, зображеної на рис. 2 при наступних вихідних даних: l=500см, 

a=20см, bxh=9,5x50см. Матеріал балки – сосна 2-го сорту. Навантаження на балку  q=17,7 

кН/м задовольняє умовам її міцності за максимальними нормальними напруженнями 

σmax=12,9 МПа<Rи*=13МПа та за максимальними дотичними напруженнями, обчисленими 

за формулою Д.І. Журавського.  

 
Рис. 2. Дерев’яна балка з рівномірно розподіленими опорними реакціями. 

Традиційно сталеві [15] та дерев’яні [1-10] балки розраховують у геометрично ліній-

ній постановці з використанням гіпотези Кірхгофа плоских перерізів та гіпотези про не 

натискання волокнами одне на одне в поперечному напрямку (волокна при згині лише ро-

зтягуються-стискаються). Як наслідок, усі компоненти напруженого стану балки є функ-

ціями лише однієї координати х (рис. 2), тобто задача про згинання балки переходить з 

двомірної (плоска задача теорії пружності) в одномірну. При цьому, незалежно від мате-

ріалу балки, поздовжні нормальні напруження σx при згині визначаються за відомою фор-

мулою 

𝜎𝑥 = −
𝑀(𝑥) ∙ 𝑦

𝐽𝑧
,       де          −

ℎ

2
≤ 𝑦 ≤

ℎ

2
;     𝐽𝑧 =

𝑏ℎ3

12 
.                                                        (5) 

Знаючи залежність згинаючого моменту М від поздовжньої координати х: М=М(х), 

за виразом (5) маємо функцію розподілу напружень σх= σх (x,y) як по довжині балки, так і 

по висоті  її поперечних перерізів. Строго кажучи, згідно прийнятої другої гіпотези (σу=0) 

дотичні напруження τху також повинні бути відсутніми τху=0. Але їх традиційно визнача-

ють за формулою Д.І. Журавського, яку він отримав з умови зрівноваження приросту на-

пружень σх по координаті х. Але, оскільки τxy≠0, то очевидно, що і σy≠0. Як правило, останні 
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напруження є незначними за величиною і для таких конструкційних матеріалів, як сталь, 

ними нехтують, як це і передбачено гіпотезою про не надавлювання волокнами одне на 

одне в напрямку координати у. Але для дерев’яних конструкцій, що мають незначну міц-

ність поперек волокон, напруження σy необхідно обов’язково обчислювати. 

Для визначення напружень τxy і σy, на відміну від підходу Д.І. Журавського, викори-

стовуємо рівняння рівноваги плоскої задачі теорії пружності: 

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0,     

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
= 0.                                                                                             (6) 

Із першого рівняння (1) маємо: 

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
= −

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
 .                                                                                                                                   (7) 

Інтегруємо по y: 

∫
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
∙ 𝑑𝑦 = − ∫

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
∙ 𝑑𝑦 + Ф(х),                                                                                             (8) 

звідки       𝜏𝑥𝑦 = − ∫
𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
∙ 𝑑𝑦 + Ф(х),                                                                                         (9) 

де Ф(х) – довільна функція, що залежить від координати х. 

Взявши похідну по х від виразу (5) та підставивши в (9), після інтегрування, отримуємо: 

𝜏𝑥𝑦 =
𝑦2

2 ∙ 𝐽𝑧
∙

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
+ Ф(х).                                                                                                         (10) 

Довільну функцію Ф(х) знаходимо з використанням умови: 

при          𝑦 = ±
ℎ

2
;     𝜏𝑥𝑦 (±

ℎ

2
) = 0.                                                                                           (11) 

З урахуванням (11) маємо остаточний вираз для дотичних напружень τxy: 

𝜏𝑥𝑦 = −
𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
∙

1

2 ∙ 𝐽𝑧
∙ (

ℎ2

4
− 𝑦2).                                                                                             (12) 

З другого рівняння (6) маємо: 

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
= −

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
 .                                                                                                                                  (13) 

Інтегруємо по y: 

∫
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
∙ 𝑑𝑦 = − ∫

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
∙ 𝑑𝑦 + Ф1(х),                                                                                         (14) 

звідки       𝜎𝑦 = − ∫
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
∙ 𝑑𝑦 + Ф1(х),                                                                                    (15) 

де Ф1(х) – довільна функція, що залежить від координати х. 

Взявши похідну по х від виразу (12) та підставивши в (15), після інтегрування, отри-

муємо: 

𝜎𝑦 =
𝑑2𝑀(𝑥)

𝑑𝑥2
∙

1

2 ∙ 𝐽𝑧
∙ [

ℎ2

4
∙ 𝑦 −

𝑦3

3
] + Ф1(х).                                                                            (16) 
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Довільну функцію Ф1(х) знаходимо з використанням умови: 

при       𝑦 =
ℎ

2
;     𝜎𝑦 (

ℎ

2
) = −

𝑞

𝑏
.                                                                                                        (17) 

З урахуванням (17) маємо остаточний вираз для дотичних напружень σy: 

𝜎𝑦 =
𝑑2𝑀(𝑥)

𝑑𝑥2
∙ [

1

2 ∙ 𝐽𝑧
∙ (

ℎ2

4
∙ 𝑦 −

𝑦3

3
) −

1

2 ∙ 𝑏
] −

𝑞

𝑏
.                                                                       (18) 

Для балки за рис. 2 по її довжині маємо три ділянки з відповідними внутрішніми 

зусиллями: 

𝑀1(𝑥) = (𝑞0 − 𝑞) ∙
𝑥2

2
; 

𝑑𝑀1(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑄1(𝑥) = (𝑞0 − 𝑞) ∙ 𝑥;     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎; 

𝑑2𝑀1(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑄1(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑞0 − 𝑞;                                                                                                     (19) 

𝑀2(𝑥) = −𝑞 ∙
𝑥2

2
+ 𝑞0 ∙ 𝑎 ∙ (𝑥 −

𝑎

2
) ; 

𝑑𝑀2(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑄2(𝑥) = 𝑞0 ∙ 𝑎 − 𝑞 ∙ 𝑥;     𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 − 𝑎; 

𝑑2𝑀2(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑄2(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑞;                                                                                                           (20) 

𝑀3(𝑥) = −𝑞 ∙
𝑥2

2
+ 𝑞0 ∙ 𝑎 ∙ (𝑥 −

𝑎

2
) +

𝑞0

2
∙ (𝑥 − 𝑙 + 𝑎)2; 

𝑑𝑀3(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑄3(𝑥) = 𝑞0 ∙ 𝑎 − 𝑞 ∙ 𝑥 + 𝑞0 ∙ [𝑥 − (𝑙 + 𝑎)];      𝑙 − 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙; 

𝑑2𝑀3(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑄3(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑞0 − 𝑞.                                                                                                      (21) 

З умови рівноваги балки в цілому (рис. 2) маємо:      𝑞0 = (𝑞 ∙ 𝑙) (2 ∙ 𝑎)⁄ .              (22) 

Приводимо результати чисельного розрахунку дерев’яної балки за рис. 1 при зазна-

чених вище вихідних даних. 

Результати розрахунку представлені на рис. 3 

 
Рис. 3. Розподіл напружень σy по площі опори (ділянка довжиною а) та між опорами. 
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З рис.1, рис. 3 бачимо, що на ділянках 0≤х≤а ; а≤х≤l-а та l-а≤х≤ l епюри напружень 

σy в межах цих ділянок є однаковими. Зминання деревини балки на опорі не відбувається, 

оскільки виконується умова міцності за зім’яттям: 

σy=Rзм,90=0,233кН/см2<Rзм,90,*=0,3 кН/см2. 

Очевидно, що в реальності завдяки прогинанню балки під навантаженням реактив-

ний тиск на опорних ділянках а балки не буде рівномірним, і, навіть одного знаку (стиск), 

а в залежності від різних факторів (наприклад, жорсткості балки на згин) може мати вигляд 

трапеції (стиск), або в граничному випадку стиску по всій довжині ділянки а – трикутний 

вигляд (рис. 4), або навіть випадок з відривом кінцевої частини балки від площі взаємного 

контакту з опорою. 

Як і в попередньому випадку, визначимо значення та характер розподілу напружень 

σзм,90 на опорних ділянках балки, зображеної на рис. 4  при вихідних даних, прийнятих 

раніше.  

 
Рис. 4. Дерев’яна балка з опорними реакціями, розподіленими по трикутнику. 

Напруження σy для даної задачі визначаємо також за виразом (18). 

Як і для балки за рис. 2, для балки за рис. 4 маємо три ділянки з внутрішніми зусил-

лями M і Q: 

𝑀1(𝑥) = −𝑞 ∙
𝑥2

2
+

1

6
∙ 𝑞0 ∙

𝑥3

𝑎
; 

𝑄1(𝑥) =
𝑞0

2 ∙ 𝑎
∙ 𝑥2 − 𝑞 ∙ 𝑥; 

𝑑2𝑀1(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑄1(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝑞0

𝑎
∙ 𝑥 − 𝑞;           0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎;                                                                (23) 

𝑀2(𝑥) = −𝑞 ∙
𝑥2

2
+

𝑎

2
∙ 𝑞0 ∙ (𝑥 −

2

3
∙ 𝑎) ; 

𝑄2(𝑥) = −𝑞 ∙ 𝑥 + 𝑞0 ∙
𝑎

2
;           𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 − 𝑎; 

𝑑2𝑀2(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑄2(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑞;                                                                                                           (24) 

𝑀3(𝑥) =
𝑞0

6 ∙ 𝑎
∙ (𝑙 − 𝑥)3 −

𝑞

2
∙ (𝑙 − 𝑥)2; 

𝑄3(𝑥) = −
𝑞0

2 ∙ 𝑎
∙ (𝑙 − 𝑥)2 + 𝑞 ∙ (𝑙 − 𝑥); 
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𝑑2𝑀3(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑄3(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝑞0

𝑎
∙ (𝑙 − 𝑥) − 𝑞;           𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 − 𝑎;                                              (25) 

Тут       𝑞0 = (𝑞 ∙ 𝑙)/𝑎.                                                                                                                     (26) 

На рис. 5 приведені результати чисельного розрахунку балки.  

 
Рис. 5. Розподіл напружень σy по площі опори (ділянка довжиною а) та між опорами. 

На відміну від балки на рис. 3, в даному випадку реактивні напруження σy зміню-

ються по довжині опорних ділянок лінійно. При цьому, максимальні напруження σy в да-

ному випадку вже не задовольняють умові міцності за зім’яттям: 

σy=Rзм,90=0,466кН/см2>Rзм,90,*=0,3 кН/см2.  

Висновки за результатами досліджень. В роботі наведено методику аналітичного 

визначення дотичних τxy та поперечних нормальних σy напружень шляхом безпосеред-

нього інтегрування рівнянь рівноваги плоскої задачі теорії пружності.  

На прикладах розрахунку дерев’яної балки з різними розподілами її реакцій по дов-

жині опорних ділянок показано відмінність характеру розподілу поперечних нормальних 

σy в балках, а саме: він є однаковим на середній ділянці балки (між опорами) і є різним на 

опорних ділянках. 

Розподіли реакцій балки у вигляді трикутників на опорних ділянках викликають на-

пруження σy, що змінюються по довжині опорних ділянок лінійно. При цьому, максима-

льні напруження σy в даному випадку, на відміну від попереднього (з рівномірним розпо-

ділом реакцій) вже не задовольняють умові міцності за зім’яттям. 
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Peretyatko Yu.G., Aheyenko S.B., Lyashenko I.Yu. INFLUENCE OF THE TYPE OF SUPPORT REAC-

TIONS TO CRUMPLING WOODEN BEAMS ON THE SUPPORTS. The work is devoted to the study of the 

nature of the distribution of normal stresses across the fibers on the support areas of wooden beams with a rectangular 

cross-section. A technique has been developed for the analytical determination of tangential and transverse normal 

stresses in a beam by direct integration of the equilibrium equations of the plane problem of the theory of elasticity. 

Two cases of distribution of support reactions of a beam on two supports are considered: uniform and in the form of 

triangles along the length of the support sections of the beam. The results of numerical calculations are presented. It 

is shown that, in addition to fulfilling the conditions for the strength of the beam with the maximum normal stresses 

along the fibers and tangents on the supports according to the Zhuravsky formula, it is necessary to fulfill the condi-

tion for the strength of the supporting part of the beam to crumpling across the fibers. The latter depends on the cases 

of the distribution of the support reactions of the beam. 

Keywords: wooden beam, rectangular cross section, definitions of normal and tangential stresses, equilibrium equa-

tions for the plane problem of the theory of elasticity, types of distribution of support reactions of a beam, crumpling 

of a beam on a support across the fibers. 

 


