
БУДІВНИЦТВО 

 НАУКОВИЙ ВІСНИК БУДІВНИЦТВА, Т. 93, №3, 2018  
 

155 

Мозговой А.А. ИССЛЕДОВАНИЯ КОРРЕ-

ЛЯЦИОННОЙ ЗАВИСИМОСТИ МАКСИ-

МАЛЬНОЙ ТОЛЩИНЫ ЛЬДА ПО СТА-

ТИСТИЧЕСКИМ ДАННЫМ НАБЛЮДЕ-

НИЙ В ВОДОХРАНИЛИЩАХ ГИДРО-

УЗЛОВ ДНЕПРОВСКОГО КАСКАДА. При-

ведены результаты статистической обработки 

максимальной толщины льда на р. Днепр по 

данным наблюдений с 1956 по 1979 гг. Проана-

лизированы и обработаны статистические ряды 

многолетней максимальной толщины льда р. 

Днепр в створах гидроузлов Днепровского кас-

када, исследовано корреляционные связи 

между максимальной толщиной льда, вычис-

лены статистические характеристики уравне-

ний линейной регрессии. Результаты могут 

быть использованы при прогнозировании ледо-

вых явлений на р. Днепр, а так же при вычисле-

нии вероятности возникновения чрезвычайной 

ситуации каскада гидроузлов. 

Ключевые слова: толщина льда, водохрани-

лище, природные факторы, статистический 

ряд, корреляционная зависимость, вероятност-

ная оценка надежности, каскад гидроузлов. 

 

 

Mozgovuy A. STUDY OF THE CORRELA-

TION OF THE MAXIMUM THICKNESS OF 

ICE ACCORDING TO STATISTICAL DATA 

OF OBSERVATIONS IN RESERVOIRS AT 

HYDROPOWER SCHEMES OF THE DNIE-

PER CASCADE. The results of statistical pro-

cessing of the maximum thickness of ice on the 

Dnieper River on the basis of observations from 

1956 to 1979 are presented. The statistical series of 

the long-term maximum thickness of ice on the 

Dnieper River at sites of the Dnieper cascade of 

hydropower schemes were analyzed and pro-

cessed; the correlation between the maximum 

thicknesses of ice was studied; the statistical char-

acteristics of the linear regression equations were 

calculated. The results may be used in forecasting 

ice phenomena on the Dnieper River, as well as in 

calculating the probability of an emergency at the 

cascade of hydropower schemes. 

Key words: thickness of ice, reservoir, natural fac-

tors, statistical series, correlation, probabilistic re-

liability assessment, cascade of hydropower 

schemes. 
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ЗМІШАНА ЗАДАЧА ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПРОСТОРУ З ЦИЛІНДРИЧНИМИ 

ПОРОЖНИНАМИ ТА ДЕЯКИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ КОНТАКТНОГО 

ТИПУ 
 

Наведено розв’язок тривимірної задачі теорії пружності, коли на межах одних паралельних циліндри-

чних порожнин задані напруження, а на межах інших дотичні зусилля та нормальні переміщення. 

Розв’язання системи рівнянь Ламе отримано узагальненим методом Фур’є в циліндричних координа-

тах, пов’язаних з циліндрами. Нескінченні системи лінійних алгебраїчних рівнянь, до яких зведена 

проблема, розв’язуються методом усічення. В результаті були знайдені переміщення та напруження в 

пружному тілі. Числові результати приведені для випадку двох циліндрів. 

Ключові слова: циліндричні порожнини в просторі, рівняння Ламе, узагальнений метод Фур'є. 

 

Вступ. При проектуванні тунелів, 

підземних комунікацій або проектуванні, 

пов’язаному з машинобудуванням і компо-

зитними матеріалами, доводиться стика-

тись з проблемою оцінки міцності та стій-

кості конструкцій. Ці проблеми тісно 

пов’язані з розв’язанням задач теорії пруж-

ності, коли на межах одних паралельних 

циліндричних порожнин в просторі задані 

дотичні зусилля та нормальне переміщення 

(умови контактного типу), а на межах ін-

ших порожнин задані напруження. 

В науковій літературі є аналітичні 

підходи до розв’язання задач теорії пруж-

ності для простору з поодинокими порож-
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нинами виключно для крайових умов пер-

шої або другої основних задач [1-4]. Умови 

контактного типу (на межах порожнин за-

дані дотичні зусилля та нормальне перемі-

щення), наскільки відомо автору, раніше не 

розглядалися. 

Динамічні задачі в пружному прос-

торі з декількома паралельними круговими 

циліндричними порожнинами або вклю-

ченнями вивчались в [5-6]. В роботі [7] ро-

зглянуто методику розрахунку статичної 

задачі для простору з декількома циліндри-

чними порожнинами, а в [8] наведено дета-

льний аналіз напруженого стану для випа-

дку двох порожнин з граничними умовами 

в переміщеннях. Змішану задачу теорії 

пружності, коли на межах одних циліндри-

чних порожнин задані напруження, а на ін-

ших переміщення розглянуто в [9]. 

Розв’язок більш загальних задач для цилін-

дра з декількома циліндричними порожни-

нами або пружними включеннями з зада-

ними напруженнями на межах викладено  в 

статтях [10-14]. 

Роботи [15,16] присвячені визна-

ченню напруженого стану кінцевого цилін-

дра. Метод заснований на суперпозиції 

розв’язків і розкладанні їх у ряди Фур'є і 

Діні. 

В роботі [17] розглянуто методику ро-

зрахунку статичної задачі для півпростору 

з декількома циліндричними порожни-

нами. 

В цій статті наведено аналітико – чи-

сельне розв’язання змішаної задачі для 

простору з декількома паралельними кру-

говими циліндричними порожнинами, 

коли на межах одних порожнин задані на-

пруження (їх N2), а на межах інших (їх N1) 

задані дотичні напруження та радіальні пе-

реміщення. Як приклад подано числовий 

аналіз напружено деформівного стану про-

стору з двома порожнинами і вивчено взає-

мний вплив порожнин.  

В основі методу розв’язання задачі, 

як і в [5-17], лежить узагальнений метод 

Фур’є. 

Основний матеріал 

Постановка задачі. Метод 

розв’язання. Пружний ізотропний простір 

має 1 2N N N   кругових непересічних 

між собою циліндричних паралельних по-

рожнин. На межах одних порожнин (N1) за-

дані дотичні напруження та радіальні пере-

міщення, на інших (N2) тільки напруження.  

Потрібно розв’язати рівняння рівно-

ваги Ламе  

 
1

1 2 div 0U U


     ,           (1) 

за умов:  

- на межах одних циліндричних порож-

нин задано крайові умови контактного 

типу 
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- на межах інших порожнин задано кра-

йові умови першої основної задачі 
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p
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 , p=N1+1, 
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де 
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

 
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              (4) 

 , ,p p pM z   – точка простору в цилінд-

ричній системі координат, пов’язаної з p – 

м циліндром, U – вектор переміщення, FU

– вектор напруження, σ – коефіцієнт Пуа-

ссона, n  – орт нормалі до поверхні цилін-

дра, G – модуль зсуву. 

На нескінченності переміщення та на-

пруження дорівнюють нулю. 

Розв’язок задачі (вектор переміщення 

U ) шукаємо у вигляді 
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де  p pU M  – загальний розв’язок системи 

рівнянь (1) зовні p – го циліндру, 
           , ,
p p p

m m mx y z    – невідомі функ-

ції, ,k mS – базисні розв’язки рівняння Ламе 

зовні циліндра: 
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При розв’язанні задачі також будуть 

використані базисні розв’язки рівняння 

Ламе, регулярні всередині циліндра ρ<ρ0. 

Вони мають вигляд 
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   ,m mI x K x  – функції Бесселя [2] 

Розв’язання (6), (7) наведені в [13]. 

При розв’язанні задачі узагальненим 

методом Фур’є будемо користуватися фор-

мулами переходу в базисних розв’язках від 

однієї циліндричної системи координат, 

пов’язаної з циліндром з номером p до ін-

шої циліндричної системи координат, 

пов’язаної з циліндром з номером q. Ці фо-

рмули мають вигляд [13]: 
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 – позначені на рис.1 

 
Рис.1. Циліндричні порожнини в пружному 

просторі 

 

Для знаходження переміщення чи на-

пруження на поверхні циліндра з номером 

q запишемо (5) у вигляді 
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З метою реалізації крайових умов (9) 
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Обчислимо U ,  , 
z  від вектора U в формі (10) та прирівняємо ці величини заданим 

згідно (2), тобто функціям    0 ,
q

qU z ,    1 ,
q

q z  ,    2 ,
q

q z  . Після звільнення в отриманих 

рівностях від інтегралів по  і рядів по m знайдемо: 
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qinq q i z

n q qe d U z e dz


    




 



   , 

          
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    , 

3 4   ,  m m qK K R , 2 3   ,  2 1   , 
d

D
d




 ,  m mDK xK x , 

qx R ,    2 21 1 2ma m m R      ,    2 21 1 2mb m m R      , 2 2 2

mc m R  , 

   , ,
k

m nA p q , 
   , ,
k

m nB p q , 
   , ,
k

m nC p q , k=1, 2, 3 – коефіцієнти, які знаходимо в результаті 

застосування формул переходу (8) до другого доданку в (9). 

 

Зауваження 1. Система рівнянь (11) 

дає 3N1 сукупностей нескінчених систем лі-

нійний алгебраїчних рівнянь відносно неві-

домих      
, ,

q q q

n n nx y z . Якщо покласти усі 

pq   , то система (11) в цьому випадку 

вироджується в систему трьох рівнянь від-

носно трьох невідомих      
, ,

q q q

n n nx y z , так як 

усі 
   , , 0
k

m nH p q   і усі 
     

, , , 0
k k k

m n m n m nA B C    

Ця система відповідає задачі для од-

нієї порожнини з умовами контактного 

типу на її межах. 

Для визначника 
n  цієї виродженої 

системи має місто нерівність 2n   (цю не-

рівність автору статі повідомив В.С.Проце-

нко), більш того 

     

     

2 2

0 1 2

1 1

для  n = 0  8 1 ,

для  n  1 4 ,

, 0,

n n n n

x K x K x

n K x K x K x

x



  

 

     

   

 

(12) 

яке гарантує її однозначну розв’язуваність 

при 0  . 

В цьому випадку невідомі 
     1 1 1

, ,n n nx y z  

знаходяться точно. Крім цього, існують 

границі добутків 
     1

1, ;n nx S M  , 

     1

2, ;n ny S M  ,
     1

3, ;n nz S M   при 

0  . 
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Отже, маємо точний розв’язок задачі 

для однієї порожнини з умовами контакт-

ного типу на її межі. Воно представлене 

формулою (5), якщо в неї підставити най-

дені з виродженої системи функції 
     1 1 1

, ,n n nx y z . 

Якщо N2=0, тобто немає порожнин, на 

яких задані напруження, то маємо нескін-

чену систему, відповідну задачі для N1 по-

рожнин з крайовими умовами тільки конта-

ктного типу. Її за допомогою простої за-

міни невідомих можна привести до такої 

системи, для якої можна довести, викорис-

товуючи нерівність (12), однозначну 

розв’язуваність. 

Для того, щоб задовольнити крайо-

вим умовам (3), до вектора U , записаному 

в вигляді (10), застосуємо оператор напру-

ження (4) з 
q

n e  та прирівняємо резуль-

тат його дії на межі порожнини заданому 

вектору напруження 
   0 ,
q

qF z . 

Останній представимо в вигляді роз-

кладу 

         
0 , qi n zq q

q n

n

F z d h e
 

  
 





  , (13) 

де 

         
2

02

0

1
,

4

qi n zq q

n q qh d F z e dz


 

  



 



  

, q= N1+1, N1+2, …, N1+ N2. 

Далі, як і в першому випадку, звільня-

ємось в отриманій векторній рівності від 

інтегралів та рядів і проектуємо її на орти 

, ,
q q ze e e  . 

В результаті цій дій прийдемо до 3N2 

сукупностям нескінчених систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь, аналогічним системі 

(11). 

Зауваження 2. Якщо в останній сис-

темі покласти усі pq   , то прийдемо до 

системи для однієї ізольованої порожнини 

в пружному просторі з крайовими умовами 

першої основної задачі теорії пружності. 

Для визначника отриманої виродже-

ної системи маємо при 2n  нерівність 

[14]: 
         0 2 2

1 1n n n nC n x K x K x K x       ,(14) 

x R , 0  , С > 0 – залежить від G, σ, R. 

Наведена нерівність гарантує одноз-

начну розв'язуваність задачі теорії пружно-

сті для однієї порожнини. В цьому випадку, 

так як і раніше, маємо точний розв’язок за-

дачі. 

В загальному випадку маємо 

3N=3(N1+N2) сукупностей нескінчених сис-

тем лінійних алгебраїчних рівнянь для зна-

ходження невідомих      
, ,

q q q

n n nx y z , 

q=1,2,…,N. Для цієї розв’язувальної сис-

теми можна показати, використовуючи за-

міни невідомих і оцінки визначників (12), 

(14), що вона має однозначний розв’язок 

при будь-якому 0  . Її єдиний розв’язок 

може бути знайдено методом усічення (ре-

дукції), причому, наближені значення неві-

домих при такому методі рішення пряму-

ють до точного зі збільшенням порядку усі-

чених систем. 

Зауваження 3. Запропонований метод 

дозволяє досліджувати та розраховувати 

задачі з різними комбінаціями граничних 

умов. Наприклад, на одних межах порож-

нин задані переміщення, на других напру-

ження, на третіх умови контактного типу. 

Чисельний аналіз задачі для двох 

циліндрів. Маємо дві паралельні цилінд-

ричні порожнини у просторі (рис.1).   

Rp = 10см.,   Rq = 15см., pq  35 см., 

pq  0. Простір – ізотропний матеріал, 

E = 2 кН/см2, σ=0,35.  

Задача 1. На межах циліндру p задано 

умови контактного типу 
  4 2 2 2

0 / ( )
p

U u a z a   ,    
1 2 0

p p
   , u=1, 

a=10. Застосувавши для заданої функції 
 
0

p
U  перетворення Фурьє отримаємо нену-

льову проекцію на вісь ρ у вигляді 

( ( 1)) / 4
a

u a e a



 

     . На межах цилін-

дра q задані напруження 
     

0
q q q

z       , тобто 
    0
q

nh    

Нескінченна система рівнянь була 

зведена до кінцевої ( 10 10m   ). Для об-

числення інтегралів використано квадрату-

рну формулу Філона. В результаті 

розв’язання цієї системи рівнянь були знай-

дені невідомі функції та перевірено вико-
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нання крайових умов, точність яких дося-

гає 0,01% в місцях, де навантаження відрі-

зняється від нуля. 

Найбільший вплив заданих умов на 

переміщення U  (рис. 2,а) на циліндрі q ві-

дбувається в частині наближеної до «нава-

нтаженого» циліндру. За рахунок цього 

впливу напруження   (рис. 2,б) в цій об-

ласті є розтягуючими та максимальними. 

Що до z  (рис. 2,в), то на циліндрі q відбу-

ваються лише розтягнення в зоні, що на-

ближена до циліндра p. 

 

 
Рис. 2. Переміщення U , епюри  та z  на 

циліндрі q в перерізі z = 0 

 

На рис.3 відображені нормальні на-

пруження вздовж осі z в точках A, B, C, D 

(рис.1)  

Нормальні напруження   (рис.3) на 

циліндрі p (точки С і А) змінюються не 

тільки відповідно до хвилі переміщення, а 

ще мають ділянки з розтягувальними зу-

силлями.   

Максимальні напруження   на ци-

ліндрі p виникають при z 6 см., нато-

мість на циліндрі q навпроти максималь-

ного переміщення.  

Напруження z  на циліндрі p, крім 

стискаючих (в зоні z=0), мають розтягува-

льні значення (в зоні z=10). 

При наближенні, чи віддалені цилінд-

рів збільшується чи зменшується їх вплив 

друг на друга. На рис.4 представлений на-

пружений стан на перешийку між цилінд-

рами від т.А до т.В (рис 1.),

  /p q pqR R   . З рис. 4  можливо поба-

чити, що при зближенні циліндрів напру-

ження   та 
z  зростає, втім  зменшу-

ється. 

 
Рис. 3. Нормальні напруження вздовж осі z 

(при y=0) 

 

Задача 2. Задамо на циліндрі p пере-

міщення 0U   та дотичні зусилля прий-

мемо нульовими, а на циліндрі q задамо 
 q

  -1 кН/см2
20z 

, 
 q

  0
20z 

, 
 

0
q

  ,  

 
0

q

z  . Застосувавши перетворення Фурьє 

отримаємо 
    0
q

nh   , 1n  , 

   0 sin( ) / ,0,0
q

h h   , h = 20 см. 

В результаті розв’язання системи рів-

нянь отримаємо епюри нормальних напру-

жень (рис.5), які показують вплив наванта-

женого циліндра q на циліндр p, який має 

крайові умови контактного типу (2). За ра-

хунок відсутності нормальних переміщень 

U  на циліндрі p та малої відстані між ци-
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ліндрами, напруження   на ненавантаже-

ному циліндрі в точці А (рис.1) стискаюче 

та більше ніж задане на циліндрі q. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Нормальні на-

пруження на перешийку 

в залежності від відс-

тані pq  

 
 

 

 

 

Рис. 5. Нормальні на-

пруження на поверхні 

циліндра p в перерізі z=0 

 

На рис.6 відображені нормальні на-

пруження вздовж осі z в точках A, B, C, D. 

 

 

 Рис. 6. Нормальні на-

пруження σρ вздовж осі z (при y=0) 

 

Нормальні напруження σρ на циліндрі 

q (точки B і D) відображають задані крайові 

умови, при яких на циліндрі p в т.А вини-

кають стискаючі напруження, які з ростом 

z наближається до нуля.  

Епюра   при z=0 см., має максима-

льні напруження та незначний скачок при 

z = 20 (де закінчується дія навантаження). 

Напруження z  на циліндрі q, на від-

міну від циліндра p, мають максимальне 

значення на межі прикладення наванта-

ження. 

При наближенні, чи віддалені цилінд-

рів збільшується чи зменшується їх вплив 

один на одного. З рис.7 можливо побачити, 

що при наближенні циліндра q до циліндра 

p напруження зростають. 

Висновки. Запропоновано метод 

розв’язання змішаної задачі для декількох 

паралельних кругових циліндричних поро-

жнин в пружному просторі, коли на межах 

одних порожнин задано крайові умови ко-

нтактного типу (нормальні переміщення і 

дотичні зусилля), а на інших напруження.  

Метод має обґрунтування, що дає мо-

жливість стверджувати однозначну 

розв’язність нескінченої системи лінійних 
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алгебраїчних рівнянь, а також те, що 

розв’язок цієї системи з будь яким ступе-

нем точності може бути знайдено методом 

редукції. 

 

 Рис. 7. Напруження на 

перешийку в залежності від відстані pq  

Числові дослідження алгебраїчної си-

стеми для двох циліндричних порожнин 

підтверджують ці обгрунтування, так як 

дозволяють задовольнити крайові умови 

задачі з заданою ступінню точності. 

Наведені графіки дають уявлення про 

особливості розподілу переміщення і на-

пружень в пружному тілі у найбільш ціка-

вих зонах і про взаємний вплив циліндро-

вих порожнин. 
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Мирошников В.Ю. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА 

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПРОСТРАН-

СТВА С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ ПОЛО-

СТЯМИ И НЕКОТОРЫМИ ГРАНИЧНЫМИ 

УСЛОВИЯМИ КОНТАКТНОГО ТИПА. 

Приведено решение трехмерной задачи теории 

упругости, когда на границах одних параллель-

ных цилиндрических полостей заданы напря-

жения, а на границах других касательные уси-

лия и нормальные перемещения. Решение си-

стемы уравнений Ламе получено обобщенным 

методом Фурье в цилиндрических координа-

тах, связанных с цилиндрами. Бесконечные си-

стемы линейных алгебраических уравнений, к 

которым сведена проблема, решаются методом 

усечения. В результате были найдены переме-

щения и напряжения в упругом теле. Числовые 

результаты приведены для случая двух цилин-

дров. 

Ключевые слова: цилиндрические полости в 

пространстве, уравнения Ламе, обобщенный 

метод Фурье. 

 

Miroshnikov V.Yu. THE MIXED PROBLEM 

OF THE THEORY OF ELASTICITY FOR A 

SPACE WITH CYLINDRICAL CAVITIES 

AND CERTAIN BOUNDARY CONDITIONS 

OF CONTACT TYPE. The solution of the three-

dimensional problem of the theory of elasticity is 

given, when stresses are given at the boundaries of 

some parallel cylindrical cavities, and tangential 

forces and normal displacements on the boundaries 

of others. The solution of the Lame system of equa-

tions is obtained by the generalized Fourier method 

in cylindrical coordinates connected with cylin-

ders. Infinite systems of linear algebraic equations, 

to which the problem is reduced, are solved by 

truncation. As a result, displacements and stresses 

in the elastic body were found. Numerical results 

are given for the case of two cylinders. 

Keywords: cylindrical cavities in space, Lame 

equations, generalized Fourier method. 
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ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР ТЕОРИЙ РАСЧЕТА ТОРОИДАЛЬНЫХ ОБОЛОЧЕК 
 

Задача определения напряженно-деформированного состояния торових оболочек под действием внут-

реннего давления и радиальных сил приложенных по внешнему и внутреннему экватору является ак-

туальной, имеет практическое значение. Решается в постановке на основе безмоментной теории осе-

симметричной деформации оболочек с использованием дифференциальных уравнений краевого эф-

фекта. Получены значения внутренних усилий и деформаций. Определены соответствующие напря-

жения, которые позволяют аналитически определить запас прочности рассматриваемой такого вида 

комбинированной конструкции.  


