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ВИЗНАЧЕННЯ НДС В ПРУЖНІЙ ПЛИТІ З ЦИЛІНДРОВОЮ ПОРОЖНИНОЮ, ЯКА 

ЗАДАНА В ЦИЛІНДРИЧНІЙ СИСТЕМІ КООРДИНАТ ТА МЕЖАМИ ПЛИТИ, ЯКІ 

ЗАДАНІ В ДЕКАРТОВИХ СИСТЕМАХ КООРДИНАТ  
 

Вступ 
Розглядаючи просторові задачі теорії 

пружності, зважаючи на громіздкість і 

складність обчислень, на сьогоднішній 

день не достатньо повно досліджено ви-

значення напруження в пружній плиті з 

циліндровими порожнинами або включен-

нями. Окремі випадки задачі з осесимет-

ричним об'ємним розширенням одного ци-

ліндра досліджені в роботах [1,2]. В даній 

статті запропонований метод вирішення 

задачі із заданими переміщеннями на ме-

жах циліндрової порожнини розташованої 

в пружній плиті. Метод заснований на рі-

шенні рівнянь Ляме [1] із застосуванням 

узагальненого методу Фурье [4]. За допо-

могою цього методу дана проблема зве-

дена до нескінченної системи лінійних рі-

внянь алгебри, яка піддається дослі-

дженню і допускає застосування методу 

редукції. Рішення представлено через ін-

теграли і ряди, для яких встановлена абсо-

лютна збіжність.  

Запропонований метод рішення може 

бути поширений на задачі з іншими крає-

вими умовами.  

Постановка задачі 

Є циліндрова порожнина пружній 

плиті (рис.1), відстань від центру порож-

нини до верхньої межі дорівнює h1, до ни-

жньої межі h2. Координати меж плити за-

даємо в декартовій системі координат від-

носно системи координат  циліндрової по-

рожнини. Граничні умови на поверхні по-

рожнин та на межі полупростору задані 

через переміщення. 

Задача формується таким чином: рі-

шення рівняння Ляме беремо у формі 

де , ( )k mB  ,
*

, ( , )k mH  , ( , )kH   ,           (2)  

- невідомі функції, які необхідно знайти з 

крайових умов 

 
Рис.1. Циліндрова порожнина в пружній 

плиті. 

 

 𝑆1,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1; 𝜆),      𝑆2,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1; 𝜆), 

𝑆3,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1; 𝜆), 
𝑢⃗⃗1

+(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐),     𝑢⃗⃗2
+(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐), 

𝑢⃗⃗3
+(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐),      

 𝑢⃗⃗1
−(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐),     𝑢⃗⃗2

−(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐), 
𝑢⃗⃗3

−(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐),                                        (3) 

- базисні рішення для однієї циліндрової 

порожнини відносно внутрішніх рішень 

іншої циліндрової порожнини дорівню-

ють: 
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 - коефіцієнт Пуассона, Km(x) – функція 

Бесселя уявного аргументу 

- базисні рішення для межі плити від-

носно внутрішніх рішень циліндрової по-

рожнини дорівнюють: 

 

 

𝑢⃗⃗1
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐) =

1

𝜆
(𝑖𝜐𝑒𝑥 ± 𝜈𝑒𝑦 + 𝑖𝜆𝑒𝑧)𝑒𝑖𝜐𝑥±𝜈𝑦+𝑖𝜆𝑧 

𝑢⃗⃗2
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐) =

1

𝜆
(𝑖𝜐𝑒𝑥 + ((4𝜇 − 3) ± 𝜈𝑦)𝑒𝑦 + 𝑖𝜆𝑒𝑧)𝑒𝑖𝜐𝑥±𝜈𝑦+𝑖𝜆𝑧 

𝑢⃗⃗3
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜐) =

1

𝜆
(±𝑖𝜈𝑒𝑥 + 𝜐𝑒𝑦)𝑒𝑖𝜐𝑥±𝜈𝑦+𝑖𝜆𝑧,          𝜈 = √𝜆2 + 𝜐2 

Крайові умови на площині циліндра та межах плити задані у виді рядів та інтегралів, що 

абсолютно сходяться 

.(4) 

Якщо функції (2) будуть знайдені, то з (1) одержуємо переміщення і по нижче приведе-

них формулах можемо знайти напруження: 

 ,                   (5) 

де G – модуль зсуву 0  – постійна Ляме 
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 – об'ємне 

розширення. 

Наскільки авторам відомо, зважаючи 

на складність, подібна задача раніше не 

вивчалася. 

Метод проведення рішення 

 В основу методу встановлені фор-

мули переходу в базисних рішеннях рів-

няння Ляме від однієї системи координат 

до іншої (вони отримані авторами справж-

ньої статті з відповідних формул, узятих з 

довідника [6]).  

Перехід від системи координат меж 

плити до координат циліндрової порож-

нини дорівнюють: 

𝑢⃗⃗𝑘
+ = ∑ (𝑖𝜔1)𝑚𝑅⃗⃗𝑘,𝑚

∞

𝑚=−∞

,   𝑘 = 1,3 

𝑢⃗⃗2
+ = ∑

(𝑖𝜔1)𝑚

𝜆2
[𝑚𝜈𝑅⃗⃗1,𝑚 + 𝛾𝑅⃗⃗2,𝑚

∞

𝑚=−∞

+ 4𝜈(1 − 𝜇)𝑅⃗⃗3,𝑚] 

𝜔1(𝜆, 𝜈) =
𝜈−𝛾

𝜆
,                                       (6) 
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, 

),,( 222,3 zR n 


- базисні рішення зовні пру-

жного циліндра, які дорівнюють: 
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Задовольняючи крайовим умовам (4), 

підставляючи їх у формулу (1), через фун-

кції перерозподілу (6)  отримаємо три не-

скінченні системи рівнянь, зв'язані невідо-

мими функціями (2). 

  ,(7) 

де rs,k,m, qs,k,m, q*s,k,m, ds,k, gs,k,m, g*s,k,m - це 

функції (3), отримані в результаті перетво-

рень за допомогою функцій перерозподілу 

(6), та у зв'язку з громіздкістю опущені. 

В результаті рішення системи нескін-

ченних рівнянь, отримаємо невідомі фун-

кції (2). 

Якщо тепер підставимо знайдені фун-

кції (2) у формулу (1), а також задамо зна-

чення  111 ,, z  і відповідні їм 1 1 1, y ,x z  та 

2 2 2,y ,x z  то отримаємо значення перемі-

щення у відповідній точці простору. Зада-

вши точку на поверхні циліндра, або пло-

щини межи плити, можемо перевірити ви-

конання граничних умов. 

Провівши перетворення функцій (3), 

згідно формулам (5), отримаємо повний 

тензор напруження (зважаючи на громізд-

кість ці перетворення опускаємо). Тепер 

можемо визначити напруження в будь-

якій точці простору в системі координат 

першого циліндра. 

 

Обговорення результатів 

Задача розв'язувалася в оболонці 

MathCad 12.  

На межі циліндра була задана функція 

переміщення у вигляді 
 

 222

5 cos

hz

h
U




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
 , 

0zU ,  0U , при h1 = 10, h2 = 20 (гра-

фічно зображено на рис.2.).  

 
Рис.2. Граничні умови на циліндрі 

 

На межах плити всі переміщення 

прийняті рівними нулю. В результаті рі-

шення системи рівнянь були знайдені фу-

нкції (2), перевірено виконання граничних 

умов на циліндрах і на межах плити (отри-

мані переміщення у вузлових точках) і 

отримана функція для визначення напру-

ження.  

Нескінченна система рівнянь була зве-

дена до кінцевої: m=3, межі інтеграції 

були узяті від -3 … 3, що є достатнім при 

R1 = 10, h1=45,   h2=90. Точність виконання 

граничних умов в цьому випадку досягає 

10-5.  

Формула квадратури для обчислення 

інтегралів була вибрана по щонайвищому 

тригонометричному ступеню точності [3]. 

Число вузлових точок – 400. 

В результаті підстановки різних варіа-

нтів R1, h1, h2  приходимо до висновку, що 



БУДІВНИЦТВО 
 

НАУКОВИЙ ВІСНИК БУДІВНИЦТВА  

1
3

3
 

скорочення відстані між краєм циліндрів і 

межею плити приводить до зменшення то-

чності рахунку. Характерним також є те, 

що скорочення відстані між межею плити 

та найближчим циліндром більш впливає 

на точність розрахунку ніж скорочення ві-

дстані між циліндрами. 

У порівнянні з задачею, коли цилінд-

рові порожнини задані в полупросторі  

(якщо межі порожнин задані в циліндрич-

них координатах, а межа полупростору за-

дана в декартових координатах) [7], трива-

лість розрахунку суттєво зменшується з 

той причини, що відсутні переходи між 

циліндричними системами.  У порівнянні 

з розрахунком, коли межі плити зада-

ються, як дзеркальні в циліндрових коор-

динатах [8], точність розрахунку на відда-

лених дільницях плити значно вища та 

тривалість розрахунку в декілька разів 

швидше. Недоліком (в тому же порів-

нянні) є те, що система нескінченних рів-

нянь є не уніфікованою та при змінені кі-

лькості елементів (порожнин або меж кон-

струкції) система змінюється не пропор-

ційно, та вимагає математичного отри-

мання рівнянь. 

Висновки 

 Запропонований метод для вирішення 

задачі просторової теорії пружності, коли 

на межі циліндрової порожнини і на межах 

плити задані переміщення. Даний метод 

можна використовувати і при збільшенні 

числа циліндрових порожнин, в цьому ви-

падку необхідно внести відповідні зміни у 

систему рівнянь (7).  

Проведені дослідження системи дають 

можливість стверджувати,  що її рішення 

існує і може бути з будь яким ступенем то-

чності знайдено методом редукції. 
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АНАЛІЗ МАТЕРІАЛІВ ДЛЯ ВИРОБНИЦТВА 

ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ШПАЛ НА ЗАВОДАХ ЗБШ УКРАЇНИ 

 

Виробництво залізобетону, у т.ч. залі-

зобетонних шпал, відноситься до най-

більш енергоємних галузей будівельної ін-

дустрії. В загальному балансі підприємс-

тва витрата енергії на тепловологісну об-

робку (ТВО) звичайно досягає 60 %, а про-

парювальні камери займають 40–60 % ви-

робничих площ, фондовіддача яких украй 

низька  30–55 %. Отже, розробка і впро-

вадження заходів із ресурсоенергозбере-

ження у виробництві залізобетону, у т.ч. 

залізобетонних шпал, є актуальним за-

вданням. В УкрДАЗТ спільно з КНУБА 


